Una ecuación diferencial para el cálculo de las funciones de Jost para potenciales regulares Aplicación al sistema e‾+ H(1s) by Alcalá, Luis Arturo & Maya Taboada, Héctor
Ingenier´ıa y Ciencia, ISSN 1794–9165
Volumen 7, nu´mero 13, enero-junio de 2011, pa´ginas 151–159
Una ecuacio´n diferencial para el ca´lculo de
las funciones de Jost para potenciales
regulares
Aplicacio´n al sistema e− +H(1s)
Uma equac¸a˜o diferencial para o ca´lculo das func¸o˜es de jost para
potenciais regular
Aplicac¸a˜o ao sistema e− +H(1s)
A differential equation for the calculation of the functions de jost
for regular potentials
Application to the system e− +H(1s)
Luis Alcala´ Varilla1 y He´ctor Maya Taboada2
Recepcio´n:01-feb-2011/Modificacio´n:10-may-2011/Aceptacio´n:18-may-2011
Se aceptan comentarios y/o discusiones al art´ıculo
Resumen
La funcio´n de Jost Fl es el concepto teo´rico que permite estudiar de una
manera unificada los estados ligados, virtuales, dispersados y resonantes que
pueden originarse en las interacciones entre dos sistemas cua´nticos. En teor´ıa
de colisiones la funcio´n de Jost Fl juega un papel muy importante, puesto que
se relaciona de forma directa con la matriz de dispersio´n S. En la mayor´ıa de
los me´todos existentes en teor´ıa de colisiones para el ca´lculo de la funcio´n Fl,
primero es necesario conocer la solucio´n regular del sistema tratado, la cual
se obtiene via solucio´n de la ecuacio´n radial de Schro¨dinger, para poder hallar
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despue´s la funcio´n Fl. Con la metodolog´ıa propuesta en este trabajo se obtie-
ne una ecuacio´n diferencial lineal ordinaria de segundo orden cuya solucio´n en
los l´ımites asinto´ticos coincide con la funcio´n Fl. La ventaja del trabajo pre-
sente es que al solucionar la ecuacio´n diferencial, mencionada antes, se puede
obtener de manera directa la funcio´n Fl, sin tener que hallar la solucio´n regu-
lar del problema. Otra ventaja es que no importando las condiciones iniciales
(reales) que se escojan para la solucio´n de la ecuacio´n diferencial, siempre se
obtienen los mismos elementos de la matriz S. Como un ejemplo y prueba de
la metodolog´ıa, se resuelve dicha ecuacio´n diferencial nume´ricamente, para la
dispersio´n ela´stica de electrones por a´tomos de hidrogeno en el estado base a
bajas energ´ıas (e− + H(1s)), obteniendo para este sistema la funcio´n Fl, los
elementos de la matriz S y los corrimientos de fase, estos u´ltimos se comparan
con los calculados por Klaus Bartschat [1].
Palabras claves: funcio´n de Jost, ecuacio´n diferencial, matriz de dispersio´n,
corrimientos de fase.
Resumo
A func¸a˜o de Jost Fl e´ o conceito teo´rico que permite um estudo unificado de
estados ligados, virtual, dispersos e de ressonaˆncia que podem surgir nas in-
terac¸o˜es entre dois sistemas quaˆnticos. Em teoria de coliso˜es o func¸a˜o de Jost
Fl desempenha um papel muito importante, pois se relaciona diretamente com
a matriz de dispersa˜o S. Em a maioria dos me´todos existentes em teoria de
coliso˜es para calcular a func¸a˜o Fl, primeiro e´ necessa´rio conhecer a soluc¸a˜o
regular do sistema tratado, que e´ obtida atrave´s da soluc¸a˜o de a equac¸a˜o ra-
dial de Schro¨dinger, para encontrar depois a func¸a˜o Fl. Com a metodologia
proposta neste trabalho obtemos uma equac¸a˜o diferencial ordina´ria lineal de
segundo ordem cuja soluc¸a˜o nos limites assinto´ticos coincide com a func¸a˜o Fl.
A vantagem deste trabalho e´ que a partir da soluc¸a˜o da equac¸a˜o diferencial,
acima mencionado, a func¸a˜o Fl pode ser obtida diretamente, sem ter que en-
contrar a soluc¸a˜o regular do problema. Outra vantagem e´ que na˜o importa
as condic¸o˜es iniciais (real), que sa˜o escolhidos para a soluc¸a˜o da equac¸a˜o di-
ferencial, sempre se produzem os mesmos elementos da matriz S. Como um
exemplo e testar de a metodologia, a equac¸a˜o diferencial e´ resolvido numerica-
mente, para a colisa˜o ela´stica de ele´trons com a´tomos de hidrogeˆnio no estado
fundamental a baixas energias (e−+H(1s)), para este sistema e´ calculado Fl,
os elementos da matriz S e deslocamentos de fase, estes sa˜o comparados com
aqueles calculados por Klaus Bartschat [1].
Palavras chaves: func¸a˜o de Jost, equac¸a˜o diferencial, matriz de espalha-
mento, deslocamentos de fase.
Abstract
The function of Jost Fl is the theoretical concept that allows to study in an
unified way the bound, virtual, scattered and resonant states that can originate
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in the interactions between two quantum systems. In theory of collisions the
function of Jost Fl plays a very important role, since it is related in a direct
way with the scattering matrix S. In most of the existent methods in theory
of collisions for the calculation of the function Fl first is necessary to know the
regular solution of the treated system, which is obtained of the solution of the
radial equation of Schro¨dinger, to be able to find the function Fl later. With
the methodology proposed in this work an ordinary lineal differential equation
of second order it is obtained whose solution in the asymptotic boundary
coincides with the function Fl. The advantage of the present work is that
solving the differential equation mentioned before one can obtain in a direct
way the function Fl without having to find the regular solution of the problem.
Another advantage is that not caring the initial conditions (real) that are
chosen for the solution of the differential equation, the same elements of the
matrix S, are always obtained. As an example and test of the methodology,
it is solved this differential equation numerically for the elastic scattering of
electrons by hydrogen atoms in the ground state to low energy (e− +H(1s)),
obtaining for this system the function Fl, the elements of the matrix S and
the phase shifts. The data obtained for the phase shifts are compared with
the calculated by Klaus Bartschat [1].
Key words: Jost function, differential equation, scattering matrix, phase
shifts.
1 Introduccio´n
La funcio´n de Jost Fl(k) es de especial importancia en teor´ıa de colisiones
cua´nticas; en la bibliografia se encuentran muchos trabajos referidos a la fun-
cio´n Fl(k). En 1998 [2] presentaron un me´todo exacto para el ca´lculo directo
de las funciones de Jost y las soluciones de Jost para potenciales no centra-
les. En 1999 [3] usaron un me´todo de comparacio´n para dispersio´n por un
potencial complejo, en el cual la funcio´n Fl(k) es obtenida despue´s de hallar
la solucio´n regular del problema. En 1999 [4] propusieron un me´todo para el
ca´lculo directo de la funcio´n Fl(k) para un potencial singular repulsivo, en el
cual la ecuacio´n de Schro¨dinger es reemplazada por un sistema de ecuaciones
diferenciales de primer orden. En 2006 [5] propusieron un me´todo nume´rico
para el estudio de colisiones inela´sticas mediante las soluciones de Jost. En
2006 [6] rederivaron la representacio´n integral para la funcio´n de Jost. En 2009
[7] estudiaron las ecuaciones integrales de Volterra para la solucio´n regular
y la solucio´n de Jost, tambie´n en 2009 [8] desarrollaron un procedimiento
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sistematico y exacto para calcular los coeficientes de la expansio´n en serie
de la funcio´n Fl(k). En e´ste trabajo se encuentra una ecuacio´n diferencial de
segundo orden cuya solucio´n en el l´ımite asinto´tico coincide con la funcio´n de
Jost.
El proceso de dispersio´n de una part´ıcula de masa m y nu´mero de onda k
por un potencial V (r), local y esfe´ricamente sime´trico, queda completamente















donde l es el momento angular orbital y U(r) es el potencial reducido. La so-
lucio´n regular de la ecuacio´n (1), para potenciales de corto rango (que decaen
ma´s ra´pido que r−3 en el infinito) y menos singulares que r−2 en el origen








l (kr)], si r →∞
ψl(k, r)→ jl(kr), si r → 0 ,
en las cuales la cantidad Fl(k) es la funcio´n de Jost, y jl(kr), h
±
l (kr) son las
funciones de Riccati-Bessel y Riccati-Hankel respectivamente. La funcio´n de






2 Ecuacio´n diferencial para la funcio´n de Jost
Siguiendo a S. A. Sofianos [4], el me´todo para la solucio´n de la ecuacio´n (1),






l (kr)− fl(−k, r)h
+
l (kr)], (2)
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y coinciden con la funcio´n de Jost para grandes valores de r, esto es,
fl(±k, r)→ Fl(±k), si r →∞.










′(−k, r) = U(r)[fl(k, r)h
−
l − fl(−k, r)h
+
l ], (4)
donde por simplicidad se han omitido los argumentos de las funciones de
Riccati-Hankel y el supra´ındice primado indica primera derivada con respecto
a r, y adema´s se tuvo en cuenta que las funciones de Hankel son solucio´n de
la ecuacio´n (1) cuando U(r) = 0. Usando (3) en (4) para eliminar la primera
derivada de fl(−k, r), y derivando nuevamente con respecto a r a la expresio´n
















′(k, r)− U(r)fl(k, r) = 0, (5)
en la cual se tuvo en cuenta el siguiente wronskiano para las funciones de
Riccati-Hankel
W [h+l (kr), h
−
l (kr)] = −2ik.
La ecuacio´n (5), obtenida por primera vez en e´ste art´ıculo, es la que utiliza-
remos para calcular la funcio´n de Jost Fl(k). Se puede probar con un proceso
similar al utilizado para obtener (5) (eliminando a fl(k, r) en vez de fl(−k, r)),
que la funcio´n fl(−k, r) satisface una expresio´n similar a (5), solo que en vez
del te´rmino h+l
′(kr)/h+l (kr) aparecer´ıa el te´rmino h
−
l
′(kr)/h−l (kr). Cabe men-
cionar que la ecuacio´n para la funcio´n fl(−k, r) solo se debe solucionar para
los procesos en los que sea necesario conocer la funcio´n Fl(−k), tal es el caso
de los procesos de colisiones inela´sticas. Mientras que si el intere´s es estudiar
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procesos de colisiones ela´sticas (en donde Fl(−k) es la compleja conjugada
de Fl(k) [10]), estados ligados, virtuales y resonantes, los cuales esta´n rela-
cionados con los ceros de la funcio´n Fl(k) en el plano complejo k, basta con
resolver (5) para fl(k, r).
Por otra parte la solucio´n de la ecuacio´n (5) fl(k, r) converge a Fl(k), cuando
r tiende a infinito, para cualquier valor inicial de fl(k, 0) que sea real, cuando
el potencial es regular en el origen, esto es, para cualquier valor inicial que sea
real se obtiene el mismo valor Sl(k) del elemento de la matriz de dispersio´n
S. Con el fin de ilustrar lo anterior en un problema espec´ıfico resolveremos
la ecuacio´n (5) nume´ricamente, usando para esto el comando NDSolve del
software MATHEMATICA 5.1. Debido a que el potencial que usaremos pre-
senta singularidades en el origen, impondremos las condiciones in´ıciales de la
ecuacio´n (5) en el punto r = 10−6 (que es una buena aproximacio´n de r = 0),
para asegurar el buen funcionamiento del software.
3 Aplicacio´n al sistema e− +H(1s)
Se sabe que el potencial esta´tico (sin incluir efectos de polarizacio´n, ni de
intercambio) que modela la interaccio´n en (a.u) es de la forma [12].




La funcio´n f1(k, r) obtenida para este potencial a una energ´ıa de colisio´n de
10eV y condicio´n inicial f1(k, 0) = 1, es mostrada en la figura 1. En esta
figura se observa la convergencia de la funcio´n fl(k, r) a la funcio´n de Jost
cuando r crece, tal como se esperaba.
En la tabla 1, se muestran los datos calculados para F0(k) y S0(k), para
diferentes valores de la condicio´n inicial f0(k, 0), momento angular l = 0 y a
una energ´ıa de 10eV . En esta tabla se observa que no importando la condicio´n
inicial (real), para la solucio´n de la ecuacio´n (5), siempre se obtiene el mismo
valor para el elemento de la matriz de dispersio´n S0(k). Lo mismo ocurre
si se calculan los siguientes elementos matriciales. Lo anterior es de gran
importancia, ya que la metodolog´ıa no esta sujeta al valor de las condiciones
iniciales siempre y cuando e´stas sean reales y el potencial sea regular en el
origen.
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Figura 1: Parte real e imaginaria de la funcio´n f1(k, r), para una energ´ıa de 10eV
y momento angular l = 1.
Tabla 1: Funcio´n de Jost y elementos de la matriz de dispersio´n para l = 0 y
E = 10eV
f0(k, 0) F0(k) S0(k)
1 0,202949− 0,281599i −0,316299+ 0,94866i
10 2,02947− 2,81597i −0,316304 + 0,948658i
200 40,5893− 56,3194i −0,316305 + 0,948658i
−3 −0,608836+ 0,844789i −0,316307 + 0,948657i
Los corrimientos de fase δl(k), que son las cantidades de intere´s f´ısico, ya
que con ellos se calculan teo´ricamente los observables experimentales (seccio-
nes eficaces), esta´n relacionados con los elementos Sl(k) por medio de,
Sl(k) = exp[2iδl(k)],
y se relacionan con la funcio´n Fl(k) mediante la siguiente expresio´n [10],
Fl(k) = |Fl(k)|exp[−iδl(k)],
es decir, el corrimiento de fase es el negativo de la fase de la funcio´n Fl(k).
En la tabla 2, se muestran los corrimientos de fase calculados con el me´todo
desarrollado en este art´ıculo y los calculados por Klaus Bartschat [1], para una
energ´ıa de 10eV . Los datos de e´sta tabla se obtuvieron sumando al potencial





En la tabla 2 se observa que los ca´lculos obtenidos con la metodolog´ıa pro-
puesta son muy buenos y esta´n acordes con los calculados por [1].
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Se logro desarrollar un me´todo sencillo que permite calcular la funcio´n de Jost
para colisiones ela´sticas por un potencial regular y esfe´ricamente sime´trico.
El me´todo tiene como ventaja que no es necesario conocer la solucio´n de la
ecuacio´n (1) (solucio´n regular) para determinar la funcio´n de Jost y que para
cualquier valor real que se escoja como condicio´n inicial para la integracio´n de
la ecuacio´n (5), los elementos de la matriz de dispersio´n siempre dan el mismo
valor. Los resultados obtenidos con la presente metodolog´ıa son muy buenos
y esta´n acorde con los hallados por otros autores. Por otra parte queda como
tema para futuras investigaciones el extender la metodolog´ıa para el caso en
que los potenciales no son regulares en el origen, ya que en estos casos las
condiciones iniciales para resolver la ecuacio´n (5) no pueden ser arbitrarias.
Tambie´n queda pendiente verificar si la metodolog´ıa funciona para el caso
de colisiones inela´sticas que puedan ser modeladas con potenciales complejos.
Por ultimo podemos decir que el me´todo fue aplicado con mucho e´xito a la
dispersio´n electro´n-hidrogeno.
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